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Aufgabe 1 Rekursion (2 Punkte)

Sei M die Menge aller Menschen und kindvon C M x M eine Relation, die genau dann ein
Paar (k, e) enthélt, wenn e ein Elternteil von k ist.

Geben Sie eine rekursive Definition der Menge N der Nachfahren Karls des Grofien an.

NB: Auch wenn nur die allerwenigsten Menschen als ihre eigenen Nachfahren gelten, gehen Sie
davon aus, dass Karl der Grofle selbst in N enthalten ist.

Aufgabe 2 Logische Subjunktion (3+3+3)

In der Vorlesung wurde eingefiihrt, dass die Aussage (X; A X3) genau dann wahr ist, wenn
sowohl die Aussage X; als auch die Aussage X, wahr ist, wihrend die Aussage (X7 V X5)
bereits dann wahr ist, wenn X; wahr ist oder X, wahr ist.

Neben Konjunktion und Diskunktion kann man auch Implikation mit einem vollstdndig ge-
klammerten Boole’schen Ausdruck modellieren: die Aussage (X; — X») sei genau dann wahr,
wenn X5 aus X; folgt. Die zugehorige bindre Schaltfunktion ,—* definieren wir wie folgt:

r1 To | — (.Tl,iL'Q)
0 O 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

1. Geben Sie fiir alle moglichen Belegungen der Variablenmenge V = {X;, Xy} die Werte
der drei v.g. Boole’schen Ausdriicke (~X), (~X3) und ((~X3) — (~X7)) an. Was féllt
Ihnen danach fiir den dritten dieser Ausdriicke auf?

2. Betrachten Sie die folgenden vier Aussagen:

e Wer wirkliches Interesse hat, studiert fleiflig.
e Niemand ist ein guter Lehrer, wenn er seine Schiiler nicht motivieren kann.
e Niemand, der kein wirkliches Interesse hat, kann seine Schiiler motivieren.

e Niemand, aufler einem guten Lehrer, verdient Bewunderung.



(a) Modellieren Sie diese Aussagen als vollsténdig geklammerte Boole’sche Ausdriicke.
Welche atomaren Aussagen sollen dabei durch Variablen IThrer Menge V' représentiert
werden?

(b) Welche Eigenschaften muss jemand notwendigerweise besitzen, der Bewunderung
verdient hat?

3. Geben Sie einen zu (X; — X5,) dquivalenten vollstandig geklammerten Boole’schen Aus-
druck an, in dem h('jch.stens die Symbole (), ~,V, A, 0,1 sowie Variablen X; € V vorkom-
men. Weisen Sie die Aquivalenz nach.

Aufgabe 3 Allgemeine Assoziativgesetze (4 Punkte)

Seien by, ..., b, jeweils vollstandig geklammerte Boole’sche Ausdriicke. Beweisen Sie eine der
beiden folgenden Aussagen fiir alle £ > 1 mittels vollstdndiger Induktion iiber k:

e Ist 0/ ein beliebiger vollstindig geklammerter Boole’scher Ausdruck, der nur aus runden
Klammern, dem Symbol V und den Ausdriicken by, . .., b, besteht, dann gilt &’ = 1 genau
dann, wenn b; = 1 fiir mindestens ein 7 gilt, wobei 0 <7 < k.

e Ist 0/ ein beliebiger vollstindig geklammerter Boole’scher Ausdruck, der nur aus runden
Klammern, dem Symbol A und den Ausdriicken by, . .., b, besteht, dann gilt &’ = 1 genau
dann, wenn b; = 1 fiir alle 0 < i < k gilt.

(Anmerkung: Sie brauchen nicht beide Aussagen zu beweisen, sondern konnen frei wéhlen,
welche Sie beweisen.)

Aufgabe 4 Allgemeine De Morgan’sche Regeln (4 Punkte)

Beweisen Sie eine der beiden folgenden Aussagen mittels vollstéandiger Induktion iiber k:
o ~ Ay bi = Vi (~b)
o« ~Vis b = AL (~b)

(Anmerkung: Sie brauchen nicht beide Aussagen zu beweisen, sondern kénnen frei wéhlen,
welche Sie beweisen.)

(Tipp: Bedenken Sie die Allgemeinen Assoziativgesetze aus Aufgabe 3. Kénnen Sie im Induk-
tionsschritt die Regeln von De Morgan aus der Vorlesung (Folie 88) gebrauchen?)



